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Matematisk modellering af cancer

Der findes mange forskellige typer af cancer, og udviklingen af sygdommen afhaenger af
mange faktorer, blandt andet patientens immunforsvar. Derfor er det vanskeligt at
forudsige forlebet af sygdommen hos den enkelte patient. | denne artikel kommer du til at
here om, hvordan matematisk modellering, specifikt det man kalder for mekanismebaseret
matematisk modellering, kan hjeelpe med at forudsige og forbedre behandlingen og hjeelpe

med udviklingen af nye behandlingsformer.

P& Roskilde Universitet (RUC) arbejder en gruppe matematikforskere taet sammen med
lzeger om at udvikle modeller, s@ hospitalerne kan tilboyde bedre behandling og for at opné
en bedre forstéelse af den komplekse og dynamiske udvikling, en cancer undergdr.

Matematik skal altsd vaere med til af redde liv.
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Figur 1. Data og forudsigelser fra en af de modeller, der arbejdes med pd Roskilde Universitet. Modellen

(fuldt optrukne kurver) sammenlignes med data (prikkerne) for en ubehandlet patient (de ferste 8 ar) samt
for tre patienter (forskellige farver) under behandling med stoffet interferon-. PG 1. aksen vises tiden i ér, og

pad 2. aksen ses brokdelen af cancerceller i blodet.
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Om modellerne

De modeller, forskerne pd Roskilde Universitet arbejder med, modellerer hvordan de forskel-
lige celletyper, vi har i kroppen, stimulerer eller hemmer hinanden. Interaktionerne i modellen
bygger pé kendskab til de underliggende biologiske mekanismer, man kender til, samt data fra

rigtige patienter. Modellerne giver en kvantitativforstdelse af cancervaeksten.

Cancerceller deler sig ofte hurtigere end normale celler. Men modelarbejdet viser, at det er alt
for forsimplet af sige, at cancerceller vinder over sunde celler, blot fordi de deler sig oftere. Det
er nemlig ikke blot de sunde celler og cancercellerne, der konkurrerer. Modellerne viser, at im-
munforsvaret ogsé spiller afgerende ind. Den viden giver leegerne mulighed for at teenke i nye

behandlingsformer. Et eksempel pd sammenligning af modellen og data findes pé figur 1.

Aktuelt underseger matematikerne, hvordan forskellige behandlingsformer reducerer antallet
af cancerceller ved kemoterapi, immunterapi, vaccination eller forskellige nye kombinationer
af behandlinger. De matematiske modeller analyseres for at afslere, hvilke udviklingsscenarier
der kan forekomme, og under hvilke omstaendigheder scenarierne vil ske. Analyserne eger vo-
res viden om, hvilke fakforer der styrer udviklingen af cancer. En viden, der kan bruges ved
planleegning af fremtidige behandlingsformer. Malet er, at man kan finde den bedste behand-

ling skreeddersyet til den enkelte patient.

NK-celler (Naturlige dreeberceller),

en undergruppe af hvide blodceller

T-celler =

ARTIKEL

Bloddannende
stamceller

Neutrofile celler = den sterste

Tiymfocytrer, undergruppe af
- ' hvide blodceller
HVCId er blOdCdncer? e?}:"hjeg“’l‘ppe Lymfoide blodceller (leukocytter)
arnvide bloa-
celler
Man taler groft sagt om blodcancer hvis:
o Derer sket genetiske mutationer i stamcellerne og - B-celler = B-lymfocytter,
en undergruppe af hvide Basofile cell
asofile celler,en
o Den muterede stamcelle udkonkurrerer de raske stamceller, blodceller undergruppe of hvide
L o . o . Myeloide blodceller
detvil sige, at de pd sigt overgdr de raske celletyper i antal stamceller
Den praecise biologiske definition af cancer er noget mere teknisk, men Rode
3 ; P : ; blodceller
ovenstdende er tilstraekkelig til denne artikel. Blodet dannes i stamceller, Eosinofile celler, en
X . . undergruppe af hvide
der findes i knoglemarven. Herfra deler de sig og sender modne blodceller Blodplader bogeaior”
ud i blodkredslebet. Tiden fra de muterede celler begynder at blive dannet, og Makrofager

til man ser symptomer, kan veere meget varierende. Det er normalt ferst, nar der er et meget
forhejet antal modne cancerceller i blodet, at sygdommen opdages. For eksempel kan et forhe-

jet antal blodplader fore til blodpropper.

Modne cancerceller er typisk ikke-funktionelle og kan altsd ikke udfere den opgave, den raske
celletype udferer. Cancerstamceller opferer sig pd mange mdder som raske celler, f.eks. produ-
cerer cancerstamceller nye cancerceller og der ligesom normale celler. Men som fer naevnt de-

ler cancerstamcellerne sig ofte hyppigere end de raske celler og der sjzeldnere.
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Faktaboks. Bloddannende stamceller:

I kroppen findes de bloddannende
stamceller i knoglemarven. De deler sig

til alle de forskellige typer celler, vi har i
blodet, og en del af dem er vigtige akterer
iimmunsystemet (se figuren ovenfor).
Hver kubikmillimeter blod indeholder

ca. 5-10¢ rede blodceller og 7-10° hvide
blodceller. Hvert sekund producerer de
bloddannende stamceller 1-10 millioner
nye modne celler, svarende til ca. 100
milliarder nye celler per degn, som sendes
ud i blodkredslebet.
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Eksponentiel cellevaekst

S leenge feetheden af cancerstamceller ikke er for stor, kan man forvente, at de vokser ek-
sponentielt. Som eksempel kan vi sige, at hver celle deler sig til fo nye celler én gang i deg-
net.1sd fald vil celletallet efter 1 degn blive 2'=2 gange startcelletallet, efter 2 degn blive
22=4 gange startcelletallet og efter 3 degn 23=8 gange startcelletallet. Generelt bliver celle-
tallet efter t degn, 2' gange startcelletallet. Den tid, der generelt gdr, fer celletallet fordobles,
kaldes for fordoblingstiden. Hvis vi i stedet for at regne i degn, regner i timer og fordob-
lingstiden nu kun er T=12 timer, sé vil antallet af cancerceller efter ¢t timer veere givet ved

212 gange antallet af celler ved start.

Eksempel 1: Beregning af celleveekst

Udtrykket C(t) = C,2™ beskriver celletallet for en cancer som funktion af tiden ¢, hvor ¢, be-
tegner celletallet til tiden ¢=0, fordoblingskonstanten ern = 1/T og fordoblingstiden er T. |
dette eksempel er startcelletallet 3000 ved t=0 og fordoblingstiden 12 timer. Derfor fds:

Co = 3000,n = é[ﬂmer’l] 0g C(t) = 3000 - 2/12, hvor t mdles i timer. FordoblingstidenT =

1/12 = 0,083 tfimer.

Det er i ovrigt praktisk og helt almindeligt at udtrykke vaeksten ved hjzelp af den naturlige

eksponentialfunktion pd formen: €(t) = Cyexp(kt) hvor k = n - In(2) og fordoblingstiden er
T =122
k

27t = exp (ln (Z%t)) = exp (% t- ln(Z)) =exp (1"(2) . t). Seettes k = @fﬁr ViT = @

T

Eksempel 2: Tyktarmskreeft

Tid Forsegs- Forsegs- Forsegs- Forsegs-
(timer) reekke 1 raekke 2 reekke 3 reekke 4
(celletal) (celletal) (celletal) (celletal)

Cancerceller af en bestemt type (CLD-1) er udtaget pd en patient for at blive dyrket i labo-

ratoriet under kontrollerede omsteendigheder. Der er udfort fire forsegsraekker, hvor start-

celletallene (til tiden 0) er forskellige, og der mdles en gang hvert degn over 4 degn. | hver 0 | 1654223 | 1190280 | 160167,0 | 1836135

forsegsraekke filferes lobende naering mm. fil cellerne og cellerne forventes at kunne vokse
. 24 | 2196285 | 249123,0 | 125821,5 | 177660,0
uhaemmet, mens antallet mdles.

48 | 4337061 | 3682550 | 4098783 | 394274,6
| dette eksempel underseger vi forsegsraekke 1: For at teste, om celletallene felger en ek-

sponentiel udvikling, kan man plofte de transformerede data (¢, In(C(t))), hvor t er fiden 72 | 484508,0 | 542430,0 | 5044620 | 665574,0

maltitimer, og C er celletallet. (¢, In(C(t)))-grafens punkter forventes med tilnsermelse at
86 11775750 | 966189,0 | 866838,0 | 890526,0

ligge pd en ret linje, hvis hypotesen er sand. Dette kan indses ved felgende omskrivning,

Tabel 1. Cancercelletal mélt til forskellige tidspunkter i

C(t) = C, - exp(kt) & ln(C(t)) = In(C, - exp(kt)) = In(C,) + In(exp(kt)) = In(C,) + kt. laboratoriet. Der er fire forsegsraekker:

som viser, at vaeksten er eksponentiel, og In(C(t)) vil vaere en lineger funktion aft.
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Vi kan bestemme hzldningskoefficienten k og konstanten In(C,) (og dermed C,) ved lineser

Celletal

C(t) = 1.481- 10%exp(0,0209¢) og fordoblingstiden bliver T = 33.16 timer.

12
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regression. Med linezer regression fas k = 0,0209 [fimer'] og In C, = 11.9104. Dermed bliver
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Den eksponentielle vaekstmodel er en af de simpleste matematiske modeller, vi kender.

80

Men virkeligheden er ofte mere kompleks og kan fx kraeve brug af det, man kalder for kom-

partmentmodeller. En kompartmentmodel beskriver en sterrelse, det kunne vaere antal cel-
ler eller volumenet af vand i en se over tid. Tager vi eksemplet med en so, er sterrelsen volu-

men af seen, mens der bdde leber vand til og fra seen.

I figur 3 ses en oversigt over, hvordan to forskellige kompartmentmodeller konceptuelt kan
opstilles. Som eksempel pd en simpel model kan vi se pé& volumenet af vand i en se. Volu-

menet kan beskrives ved et flow ind og et flow ud af seen, svarende fil figur 3 til venstre. Her

_2 5 C

e

vil differentialkvotienten af sevandets volumen kunne beskrives som den maengde af ster-

relsen, der stremmer Ind per fid minus den mangde af sterrelsen, der stremmer Ud per fid:

Ind — Ud giver et udtryk for veeksthastigheden, og kendes vandstremmene Ind og Ud fil et-

dC—I d—Ud
ac "

hvert tidspunkt, og den vandmaengde der var ved et starttidspunkt, sa kan vi beregne

vandmaengden C i seen til ethvert tidspunkt. Dette kaldes en differentialligning, hvor funkti-

onen C(t) er den ubekendte sterrelse, som seges fundet.

UNDERVISNINGSPAKKE
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Figur 2. Samme eksponentielle vaekst plottet pd
linezer og logaritmisk 2.akse

Figur 3. Konceptuel beskrivelse af en kompart-
mentmodel. Kasserne repraesenterer sterrelser,
og pilene repraesenterer det flow, der er, ind og ud
af sterrelsen. Til venstre en simpel model, med én
sterrelse, til hejre en lidt mere kompliceret kom-
partment model, hvor 3 sterrelser er indbyrdes
afhaengige.
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Eksempel 3.

Differentialkvotienten af den eksponentielle veekstfunktion C(t) = C,exp(kt) opfylder at

dc(t) _
dat

kC() (1)

til ethvert fidspunkt ¢. | differentialligning (1) beskriver vaeksthastigheden, at sterrelsen C fil
ethvert tidspunkt vokser proportionalt med C. Proportionalitetskonstanten kaldes den rela-
c'®

tive vaeksthastighed (k = Tz))' Den maengde der 'stremmer fil per tidsenhed’ er kC(t), mens

der ikke 'stremmer noget vaek'.

Hammet cellevaekst

Celler harivirkelighedens verden ikke mulighed for at vokse uheemmet. Vaeksten af en cel-
letype vil nemlig blive heemmet, efterhdnden som celletallet bliver storre. Det kan for ek-
sempel skyldes mangel pd nzering, men cellerne udskiller ogsé toksiske stoffer, der heem-
mer vaeksten af andre celler i nserheden. Jo flere celler, der er pd et omréde, jo mere haem-

mes vaeksten. Det kan udtrykkes matematisk ved, at vi erstatter den relative veekstha-

c®
L

stighed k i ligning (1) med funktionsudtrykket r(1 — =), der altsd aftager, nér C (¢) vokser

og naermer sig L. Man faler om, at veeksten (med en relativ vaeksthastighed r) bliver logi-
stisk (med en baereevne L). P& figur 4 ses en logistisk veekst (blé kurve), som sammenlignes
med den filsvarende eksponentielle vaekst (red kurve). Bemaerk, at de fo typer vaekst felges
tilneermelsesvist ad i starten, for sa at afvige kraftigt fra hinanden senere, nar vaeksten

haemmes.

Mekanismebaseret matematisk modellering

Ovenstéende introduktion til modellering af cancer er kun delvist baseret pd de underlig-
gende mekanismer for at holde matematikken pé et relativt simpelt niveau. Men pd Ros-
kilde Universitet arbejder matematikerne med mere kompliceret mekanismebaseret mate-
matisk modellering aof cancer, og forskningen har iseer haft succes inden for blodcancer. Pa
figur 5 ses det, man kalder for den konceptuelle model for en af de cancermodeller, der er
udviklet af forskerne pd Roskilde Universitet. Den konceptuelle model beskriver de meka-
nismer, der foregdr biologisk set og giver et indblik i, hvor kompleks modellen skal veere for
at opfere sig realistisk. En konceptuel model er god at have, ndr man skal bevare overblik-
ket i de sammenhzaenge, der er blandt de forskellige celletyper. Med modellen der viser,
hvordan celletallet for cancer- og raske celler m.m. udvikler sig over tid, far vi en forstéelse
for, hvorfor udviklingen sker p& netop p& denne made. Den konceptuelle model oversaettes

til en matematisk model, som herefter kan analyseres.
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Figur 4. Sammenligning af eksponentiel vaekst
(med veekstrate 0,29 per d@r) og logistisk veekst
(med vaekstrate 0,29 per dr og en baereevne pa
L=30 millioner). Begge kurver begynder ved
A=0,15 til tiden O @r.
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Figur 5. P& figuren ses en konceptuel model for
en specifik langsomt udviklende blodcancer.

Her beskriver x0 og y0 antallet af hhv. raske- og
cancerstamceller i knoglemarven, mens x1og y1
beskriver de tilsvarende celletal i blodkredslebet.

I modellen holdes ogsd regnskab med antallet af
dede celler (a) og aktiviteten af immunsystemet
(s). Dette er de seks variable (funktioner aftiden),
der opstilles differentialligninger for i model-

len, og som det ses, pavirker de alle hinanden
gensidigt. Den toksiske effekt, der i den logistiske
vaekstmodel blev repreesenteret af baereevnen,
repraesenteres her af den grenne stiplede linje (er
en aftagende funktion af bdde x0 og y0).

De rede stiplede linjer viser forskellige effekter,
som immunsystemet har, mens det gule lyn er
ydre faktorer, som ogsd pavirker immunsystemet,
f.eks. rygning. For kompartmentet (kassen) be-
tegnet x0 kan antallet af celler reduceres per tid,
ved at en celle muterer (med rate rm) og bliver
tilen yO celle, ved at den dor (med raten dHS) og
bliver til en ded celle (a), eller ved, at den deler
sig (med raten aH) til modne celler x1, hvorimod
antallet eges per tid ved at en celle deler sig
(med raten rH) til to nye stamceller.

Bemeerk at den egentlige selvfornyelsesrate

(rH s) haeemmes jo flere stamceller, der er, og at

inflammation eger denne selvfornyelsesrate. Pd

figur 1 sammenlignes modellen med patientdata.
Forskningen og modellerne kaster hele tiden nye spergsmal af sig: Hvorndr skete den ferste

mutation i patienten, og hvilke faktorer var afgerende? Hvordan udvikler sygdommen sig for
den enkelte patient, og hvilken type behandling vil derfor vaere bedst? Skal man behandle tid-

ligt eller sent i forlebet?

Forskerne har allerede svaret pd en del af disse spergsmdl, og arbejder optimistisk videre.
Nogle af resultaterne af forskningen har allerede fert til nye procedurer og behandlingsfor-
mer, som pt. afpreves pd patienter, fx kombinationsbehandlinger og vacciner. Sidelebende
med denne forskning, der fager udgangspunkt i blodcancer, foregdr der ogsa arbejde med at
generalisere modellerne til andre typer af cancer, som eksempelvis brystcancer, tyktarms-

cancer og lungecancer.

Du kan fa enide om, hvordan forskerne bruger matematikken til at redde liv, ved at arbejde

med det tilherende opgaveszet.

P& dirac.ruc.dk/cancitis/reduced/ReducedCancitis finder du en grafisk graensebrugerflade,

hvor du let kan arbejde med en af blodcancer-modellerne og pd dirac.ruc.dk/cancitis/ finder

duforskellige animationer, der viser, hvordan en cancer kan udvikle sig fer, under og efter be-
handling. Her intfroduceres ogsd kort faserumskonceptet for de, der vil tage hul pd den mere

avancerede matematiske del af medelleringsforskningen.

Abent Hus

Uddannelse Karriere

> A i e
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Du kan leese Mathematics pda Roskilde Universitet

Hvis du synes, at emnet her er spaendende, kan Naturvidenskabelig Bachelor veere noget for dig. P4 Naturvidenskabelig Bachelor kan du fx

leese Mathematics i kombination med Molecular Biology eller Medicinalbiologi. Kandidatuddannelsen Mathematical Bioscience kan mdaske
0gsd have din interesse.

Abent Hus Uddannelse Karriere

A i e
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Modellering af
cancervaekst

| videoen "Matematisk modellering af blodcancer” og artiklen med samme navn blev du pree-
senteret for, hvordan matematikerne pd Roskilde Universitet arbejder for at forbedre behand-
lingsmulighederne for patienter med blodcancer. | dette opgavesset kommer du selv til at preve
kraefter med matematisk modellering. Opgaverne er fordelt i forskellige kategorier, som stort

sef kan bearbejdes uathaengigt af hinanden.

Simpel eksponentiel vaekst

En bestemt type cancercelle deler sig i to nye cancerceller ca. 5 gange per uge svarende til ca.
0,7 gange per dag. Normalf feelles antallet af cancerceller y i millioner, og man antager derfor,

at antallet kan beskrives som en kontinuert og differentiabel funkfion af fiden.

1) Opskriv et udtryk for antallet af cancerceller som funktion af tiden, hvis celletallet
fordobles hver tredje time, og der er 2 millioner cancerceller ved start. Hvordan vil
funktionsudtrykket blive, hvis cancercellerne i stedetf fordobles hver 5.time? Tegn
graferne for de to funktionsudtryk, og aflaes fordoblingstiderne grafisk.

2) Hvad vil antallet af cancerceller vaere til dag t = 8, hvis der er A=0,01 million cancer-
celler ved start (t = 0), og cellerne deler sign = 0,7 gange per dag?

3) Find et udtryk for den funktion aftiden, som beskriver antallet af cancerceller y(t) ud
fra spergsmal (1)? Tegn grafen for funkfionen, og beskriv med ord hvilken fype ma-
tematisk funktionsudtryk du far for y(t). Forklar, hvordan y(t) kan skrives som en
eksponentialfunktion pd formen y(t) = A - exp(k - t),0g angiv k udtrykt ved n.

4) Differentier den fundne eksponentialfunktion y(t) til et givent tidspunkt t, og vis at

dz(:) = ky(¢t) til ethvert tidspunkt t. Forklar med ord, hvad denne differentialkvotient

siger om cancerens vaekst til et fidspunkt ¢t.

5) Hvad sker der for store tider, dvs. t — «?

6) Beregn forholdet mellem antallet af cancerceller og normale celler som funkfion af
fiden, hvis cancer celletallet vokser eksponentielt, og de deler sig fre gange i deg-
net, mens den filsvarende normale celletype, der ligeledes vokser eksponentielt,
kun deler sig en gang i degnet. Beskriv med ord, hvilket matematisk udtryk du fér,
og kommenter resultatets betydning, hvis modellen beskriver cancer i en patient.

7) Betragfeksemplet med tyktarmkraeft fra arfiklen (eksempel 2). Plot cellefallene som
funktion af tiden for hver af de fire forsegsraekker beskrevet i tabel 1, og find fordob-
lingstiderne for hver forsegsraekke, dvs. den tid der gdr for at celletallet fordobles
for hver forsegsraekke. Tegn de beregnede kurver for celletallet ind pd samme figur.
Beregn derefter det gennemsnitlige celletal til hvert fidspunkf, og plot det bereg-
nede gennemsnitlige celletal som funktion af tiden sammen med de originale data-

punkter. Benyt det gennemsnitlige celletal fil at estimere fordoblingstiden.
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Udarbejdet af:

Johnny T. Ottesen
Professor i matematik
Roskilde Universitet

Johnny har en ph.d. i matematisk fysik og

har siden specialiseret sig i matematisk
sundheds- og sygdomsmodellering, her-
under matematisk modellering af immun-
systemet, blodkredslebet, diabetes, depres-
sion, cancer, m.fl. samt med komplekse syste-
mers dynamik og parameterestimering.

Morten Andersen
Lektor i matematik
Roskilde Universitet

Morten benytter matematisk modellering
og analyse fil at undersege regulerings-
mekanismer for blodprodukfion i kroppen
og til at udforske, hvordan og hvorfor
blodcancer opstar og udvikler sig.

e Malgruppe: Elever pd 2.0g 3. G, som
allerede er introduceret til differential-
ligninger.

e Opgaverne leses med udgangspunkt i
artiklen og filmen, der begge er en del af
gymnasiepakken ruc.dk/undervisnings-
pakke-modellering, der findes pa ruc.dk.

e Las mere om forskningen og brugen af
matematisk modellering pd Roskilde
Universitet pa ruc.dk under undervis-
ningspakken ruc.dk/undervisningspak-
ke-modellering

e Laermere om dine karrieremuligheder
inden for matematik ved at se filmen
om en Mikkel, en RUC-kandidat, som
nu bruger matematisk modellering i
sit arbejdsliv. Du finder den pd ruc.dk/
karriereprofiler.

SIDE 1


https://ruc.dk/undervisningspakke-matematisk-modellering-af-cancer
https://ruc.dk/undervisningspakke-matematisk-modellering-af-cancer
https://ruc.dk/undervisningspakke-matematisk-modellering-af-cancer
https://ruc.dk/undervisningspakke-matematisk-modellering-af-cancer
http://ruc.dk/karriereprofiler
http://ruc.dk/karriereprofiler

:1'[‘ Roskilde Universitet

Hammet vaekst

Ndr der bliver rigtig mange cancerceller i et begreenset omrdade, s& begynder de, som beskre-

vet i artiklen, at h&amme deres egen vaekst. Cancercellerne deler sig sjaeldnere, nér de er

mange pd et givent omrdde. Ofte antages vaekstratenk at afheenge af antallet y af cancercel-

ler, sdledes at vaekstraten k aftager med maengden af cancerceller og gar mod nul i greensen.

Ndr antallet af cancerceller g&r mod en vis vaerdi L, kaldes det baereevnen. Vi vil i det felgende

antageatk =r (1 - %) For den type cancerceller, der betragtes, er baereevne L = 2,7 millio-

ner celler,r = 0,7 per dag og antallet af cancerceller ved start A = 0.01 millioner. Lidt forvir-

rende sd kaldes r ogsé for en vaekstrare. | stedet for at opstille en model for antallet af cancer-

celler, md man ofte opstille en model for cancerens vaeksthastighedv(t) = %. Sammenhaen-

gen mellem vaekstraten k og veeksthastigheden v er, at v(t) = ky(t). Med udtrykket fra

spergsmdl 8) herunder bliver veeksthastigheden v(t) = ry (1 - %) millioner celler per dag.

8) Forsmd veerdier af y sammenlignet med L (vi skrivery « L), vil filnsermelsen 1 —

% ~ 1veere god. Vis, af nar denne filnaermelse er god, sé er vaekstraten for den
haemmet vaekst tilnsermelsesvis lig med vaeksthastigheden for den uhaemmede
vaekst i spergsmdl (4). Fortolk, hvad dette resultat betyder for den heammede

vaekst, fory « L.

Lad os betragte vaeksthastigheden som funktion af y, dvs. f(y) = ry (1 - %) Her betragtesy

altsd som den uafhaengige variabel, og da den beskriver et antal, s ery > 0.

9) Tegngrafenfor f(y) = %, hvor% =1y (1 - %) og forklar, hvorfor udtrykket

10)

11)

12)

k=r (1 - %) giver en mulig beskrivelse af heemmet vaekst.

Se pé& fortegnet for f(y) i intervallerne Jo;L[ og ]L;2L[, og bestem p& den baggrund
funktionens monotoniforhold i intervallet [0;2L]. Beskriv med ord, hvorndr funktio-
nen er voksende, aftagende, og har evt. maksimum eller minimum. Du kan evt.
saette talveerdier ind for vaekstrate og baereevne i forste omgang.

Beskriv med ord, hvordan grafen for y(t) ser ud for henholdsvis y(0) €]0, L[, 1L, 2L],
altsé de tilfeelde hvor startvaerdien er mindre end baereevnen, hhv. sterre end bae-
reevnen, og y(0) = 0 samt y(0) = L. Hint. Benyt evt. spergsmdal 10).

Lav en skitse af mulige grafer for y(t) for y € [0, 2L] for forskellige valg af A = y(0)
ved hjeelp af den viden, du har fra spergsmdl (9-11). Hint. Her ligger y i intervallet
[0,2L] pd andenaksen, mens t ligger pd fersteaksen. | spergsmal (7) 1a y pé for-

steaksen, mens f(y(t)) = v(¢) var pd andenaksen.

Graferne, du har skitsereti (11), kalder man grafer for logistisk vaekst med vaekstrate r og bae-

rekapacitet L.
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Logistisk vaekst (analytisk)

13) Tegn grafen for funktionen
LC,
Co + (L — Cy)exp(—rt)
medr = 0,7, L = 2,7 og antallet af cancerceller ved start fil C, = 0.01 million.

c) =

14) Sammenlign grafen fra spergsmal (13) grafisk med data fra Excel-arket Sigmo-
idCurveData.xlsx. Vurder, om C(t) beskriver data rimeligt?
15) Vis, af der for udtrykket i spergsmdal 13) geelder:

dc(t) Co-L-1m-(L—Cy)-e*
dt ~ (Co+(L—Cp) e Tt)?

Vink: Benyt, at der for en differentiabel funktion f hvor f(t) # 0 geelder

’

(/%) - —l%f’(t)

samt at naevneren C, + (L — C,) - e " er en sammensat funktion.

16) Vis forst ved omskrivning, at

Co-L-r-(L=Cy)-e™ Co- L (L—Cy)-e™t
(Cot(L—C) e™2 Gt L—Co) e Co+(L—Cp) et
og derefter
Co-L (L=Cy)-e "t
T T L —C) e Cot(L—Cy) et
. Co- L (Cot(L—C) e =y
T G+t (L—Cy) et Cot+(L—Cp)-ert
og dermed
ac() Co-L (1 Co )
dt | Cot (L—Cp) et Cot(L—Cp) et
Cyo- L
. Co-L (1 GHT-C) et
T G+ (L—-Cy)-eTt L
17) Da
Co-L
ct) = 9

Co+(L—Cp)-e Tt
er der dermed vist, af

dc(t) (@)
d—t=r‘“t>'<l‘T>

Hvad kan man sa slutte om funktionen € (¢) i forhold til differentialligningen

YO _ 1 =)
= =Ty A-27

Udtrykket for C(t) i spergsmal (13) kaldes for den logistiske funktion. | spergsmdlene
16 0og 17 viste du, at den netop har vaeksthastigheden v(t) = ry (1 - %) medy = C(t).

Den haemmede vaekst er alts& beskrevet ved den logistiske funktion C(t).
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Numerisk simulering

Lad os tilnaerme vaeksthastigheden i antallet af cancerceller med

dy(®) Ay _y(t+4A)—y(©)

dt At At
dvs. med den brok, der benyttes til at definere differentialkvotienten i graensen At - 0, hvor

y(¢t) er antallet af cancerceller fil tident, y(t + At) er antallet af cancerceller fil tiden t + At,

og Ay er aendringer i antallet af cancerceller over tidrummet mellem t og t + At.

18) Opskriv den logistiske ligning Z—f =ry (1 - %) hvor differentialkvotienten erstattes
med differenskvotienten. Isoler y(t + At) pd venstre side af lighedstegnet, og for-
tolk udtrykket som, at y til tiden ¢t + At er lig med y til tiden t plus sendringen over
tidsrummet At. Hvis At er tilstraekkelig lille, forventer vi, at approksimationen giver
et relativt godt bud pd den sande vaerdi af y til fiden ¢ + At. Dette kaldes en nume-
risk lesning.

19) Seaetr = 5peruge, L = 2,7 millioner, y(0) = 0,01 millioner og At = 0,01 uge, og les
differensligningen numerisk i Excel eller lignende i tidsrummet fra ¢t = 0til t = 10,
dvs. med 1000 tidskridt At = 0,01. Lav en graf, der viser lesningen over tid i dette
fidsrum, dvs. y(t), for t = 0, At, 2At, ..., 1000At.

20) Laven graf, derviserlesningen y(t) over fid, og indsaet ogsd data fra SigmoidCur-

veData.xIsx for antallet af mélte cancerceller pd denne figur. Vurder resultatet!

Cancerbehandling (udfordrende opgave)

Antag, at kemoterapi virker ved, af der per tid draebes en bestemt brekdel d af cancercellerne,

efter behandlingen padbegyndes, dvs. der kommer et ekstra led pd vaeksthastigheden v(t), s
i — y
denne bliver v(t) = ry (1 - Z) — dy.

21) Vis, at vaeksthastigheden under kemoterapi kan omskrives til v(t) =

(-9

22) Vis,at veeksthastigheden under kemoterapifor d = r ogs@ kan omskrives til

—(1_¢ __y \_ _y —(1-¢ =(1-¢
v(t) = (1-2)ry <1 (1_§)L> =ny(1 Lb), hvorr, = (1-%)rog L, = (1-2)L.
23) Huvisdertil et bestemt tidspunkt er et kendt antal cancerceller y,, hvor stor skal d

da veere for, at canceren reduceres ved kemoterapi fil dette fidspunki?

Facit: v(t) < 0: Sad >r- (1 —yL—b)
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24) Den veerdiafd, der netop ger at antallet af cancerceller gér fra at vokse til at af-
tage, kaldes feerskelvaerdienfor den givne dosis kemoterapi. Lad d, betegne
denne teerskelveerdi og bemaerk, at d, afhaenger af maengden af cancer y, ved be-
handlingens start, dvs. d, = dy(y,,). Find et udtryk for teerskelvaerdien d, = d,(v,)-
Hvor stor bliver canceren, hvis der behandles med et d = %r? Hvor stor skal d,

veere, for at canceren udryddes helt ved behandlingen?

Facit:
=r.(1-2
dop) =7+ (1-7)
. 1
d=E~r,say,,=E-L

Matematisk kan d aldrig blive sd stor, at canceren udryddes helt. Men i praksis
ma der veere en nedre greense for, at antallet af cancerceller kan detekteres, og
dermed om man er stand til at vurdere, om sygdommen er til stede eller ej. Denne

greense kannds blotd > d,(y,) ellerd >r- (1 —yL—b

25) Dakemoterapi ogsé virker toksisk pé raske celler og i evrigt har en lang raekke
bivirkninger, der forvaerres ved store doser og laengerevarende behandlingsfor-
leb, skal du som modeller overveje, om du vil anbefale laegerne at starte en kemo-
terapibehandling s tidligt som muligt i forlebet eller senere i forlebet.

26) Provom dukan simulere cancerudviklingen for en patient, der er under behand-
ling med kemoterapi (dvs. lese modeldifferentialligningen numerisk) ved hjeelp af
Excel eller lignende for forskellige valg af d og y,, hvor y, er antallet af cancercel-
ler i millioner ved behandlingstidspunktet, (benyt samme fremgangsméde som
for den logistiske vaekst i spergsmal (18-20)). Prev med forskellige valg af d, som
er henholdsvis sterre og mindre end den taerskelvaerdi d, , du fandt i spergsmal
(23) samt for en veerdi af d , der udrydder canceren helf.

27) Lavenfigur, hvor canceren vokser fra dag 0 af, og behandling med kemoterapi
efterfolgende starter ved dag 8. Prev at veelge d, s& canceren kommer ned pé
0,001 million celler efter 8 dages kemoterapibehandling, dvs. ved dag 16. Tallet
0,001 er valgt, da det pt. er den tekniske graense for, om canceren overhovedet
kan detekteres (dvs. males).

28) Antag, lidt urealistisk, at d momentant bliver 0 ved behandlingsstop, og overve;j,
hvad der sker, hvis behandlingen fra spergsmdl (27) stopper den dag, canceren
er nede pd 0,001 million celler. Hvor lang tid vil der derefter g, inden canceren
igen er oppe pa det niveau, hvor behandlingen fidligere blev pdbegyndt, som var
ved dag 8?

Facit/Grafer 27)-28)
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Du kan laese Mathematics pa Roskilde Universitet

Hvis du synes, at emnet her er spaendende, kan Naturvidenskabelig Bachelor veere noget for dig. P4 Naturvidenskabelig Bachelor kan du fx

leese Mathematics i kombination med Molecular Biology eller Medicinalbiologi. Kandidatuddannelsen Mathematical Bioscience kan mdaske
0gsd have din interesse.

Abent Hus Uddannelse Karriere

A i hE
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SRF/SOP-@VELSE PA RUC

Matematisk modellering
af leukemi (blodcancer)

Viinviterer dig indenfor pd RUC sammen med RUC’s modelle-
ringseksperter, hvor du sammen med andre gymnasieelever
kommer til at arbejde med matematisk modellering af sund-
hed og sygdomme. Vilaver modelleringer, som kan brugesii
dit SRP/SOP-projekt. Vores ovelser laegger op til, at du arbej-

der med din egen faglige vinkel.

P& Roskilde Universitet arbejde en gruppe
matematikforskere teet sammen med
leeger om at udvikle matematiske mo-
deller, s& hospitalerne kan tilbyde bedre
behandling og for at opnd en bedre for-
stdelse af den komplekse og dynamiske
udvikling en cancer undergdr. Matematik
skal altsé veere med til at redde liv.

Du fa@r mulighed for selv af lave matema-
tisk modellering af cancer og igennem
SRP/SOP-ovelsen, ser vi neermere pé de si-
muleringsmetoder, forskerne pd Roskilde
Universitet anvender i deres forskning. Du
kommer til at leere om, hvorfor vi anvender
computersimulering, og vi ser pd hvilke
indsigter, vi kan f& ud af en computersi-
mulering.

Hvad kommer du igennem pd dagen?

Forskelligf materiale, tekster og referencer
udleveres. RUC-vejlederen hjeelper med

at forstd begreber og metoder. Det er et
eksemplarisk forleb med matematisk
modellering af sundhed og sygdomme vha.
differentialligninger, som tvaervidenska-
belig forskning. Det er vigtigt, at du inden
ovelsesdagen pd RUC har arbejdet med dif-
ferentialligninger. Det er ogsé vigtigt, at du
behersker et CAT-veerktej inden workshop-
pen starter.
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Udarbejdet af:

Johnny T. Ottesen
Professor i matematik
Roskilde Universitet

Johnny har en ph.d. i matematisk fysik og

har siden specialiseret sig i matematisk
sundheds- og sygdomsmodellering, her-
under matematisk modellering afimmun-
systemet, blodkredslebet, diabetes, depres-
sion, cancer, m.fl. samt med komplekse syste-
mers dynamik og parameterestimering.

Madlgruppe

For dig som skal skrive studieretningspro-
jekt (SRP) eller Studieomrddeprojekt (SOP)
i 3.G med matematik som det ene fag, og
som allerede har vaeret introduceret til
differentialligninger.

Tilmelding

Tilmeldingsfrist og ansegningsformular fin-
der du pd www.ruc.dk/srp-sop. Pladserne
bliver fordelt efter forst-til-molle princippet,
og hvis der er mange tilmeldinger, prioriterer
vi elever med ABB-niveau i naturfaglige fag.

Varighed
1dag

Antal elever
16 pr. hold

Hvornar

Afholdes 2 gange arligt: Februar og novem-
ber. Tilmeldingsfrist og dato for afholdelse
annonceres pd www.ruc.dk/srp-sop.
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Du veelger at arbejde selvstaendigt under vejledning med
en af tre cases:

1. Kampen mellem normale celler og cancerceller.

Hvilke faktorer er mest afgerende for cancers udvikling i en person?
Kan én person veere bedre stillet end en anden? Hvilke scenarier er
mulige? Du opstiller en model og fortolker den. Derefter implemen-
terer du modellen vha. et CAT-veaerktoj med henblik pé& simuleringer
aflesninger. Faseplansanalyse introduceres, og du bruger dette
redskab fil at analysere modellen bl.a. med henblik pd ligevaegts-
punkfer (steady states) og deres stabilitet. Der foretages en analyse
af betydningen af modelparametrenes veerdier for faseplan og
lesningskurver. Du sammenfatter dine analyser i en diskussion af,
hvilke pointer der fremkommer, og hvilke mafematiske metoder, der
ligger bag - herunder sammenhaengen mellem lesningskurver og
faseplan. Du far tilknyttet en vejleder, som hjeelper dig undervejs.

2. Immunforsvaret rolle i forbindelse med en cancers udvikling.
Hvilke faktorer er mest afgerende for udviklingen af en cancer?
Kan en person vaere bedre stillet end en anden? Hvilke scenarier
er mulige? Du opstiller en model og fortolker den. Derefter imple-
menterer du modellen vha. et CAT-veerktej med henblik p& simule-
ringer af lesninger. Faseplansanalyse infroduceres, og du bruger
herefter dette redskab til at analysere modellen bl.a. med henblik
pd ligeveegtspunkter (steady states) og deres stabilitet. Der fore-
tages en analyse af betydningen af modelparametrenes veerdier
for faseplan og lesningskurver. Du sammenfatter dine analyserien
diskussion af, hvilke pointer der fremkommer, og hvilke matema-
fiske metoder, der ligger bag - herunder sammenhangen mellem
lesningskurver og faseplan. Du fér tilknyttet en vejleder, som hjzel-
per dig undervejs.

3. Optimer et behandlingsforleb ved hjzelp af Cancitis-modellen.
Forskerne ved RUC har udviklet en sterre model, der hedder Can-
citis-modellen. Ligningerne samt en beskrivelse udleveres, og du
fortolker modellen. Du far udlevet et Grafisk User Interface (GUI) til
atlese modellen. Faseplansanalyse introduceres, og du bruger her-
efter redskabet vha. GUI fil at analysere modellen bl.a. med henblik
pd ligeveegtspunkter (steady states) og deres stabilitet. Der foreta-
ges en analyse af betydningen af modelparametrenes veerdier for

faseplan og lesningskurver. Du skal benytte modellen til at diskutere

udvalgte behandlingsformers effekt og forholde dig til disse. En
muteret celle kan mutere videre og dermed forvaerre situationen
for en patient. Hvordan vil du skreeddersy et optimalt behandlings-
forleb? Du sammenfatter dine analyser i en diskussion af, hvilke
pointer der fremkommer, og hvilke matematiske metoder der ligger

bag, herunder sammenhaengen mellem lesningskurver og faseplan.

Du far tilknyttet en vejleder, som hjeelper dig undervejs.

Abent Hus
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SRF/SOP-@VELSE PA RUC

Centrale vinkler og fagbegreber

e Hvad er et system af koblede differentialligninger?

e Hvad er et ligeveegtspunkt ogsa kaldet et steady state?

e Hvadvil det sige, at et ligevaegtspunkt er henholdsvis stabilt og
ustabilt?

e Hvad viser enlesningskurve?

e Hvad viser et faseplan?

e Hvilke pointer kommer der ud af at bruge evt. koble de forskelli-
ge begreber?

e Frabiologi/medicin til model, analyse af og simulering med
en model, fra resultaterne af analyse af og simulering med
modellen tilbage til biologi/medicin. Fortolkning af modelpara-
metrene.

Relevante kombinationsfag

Biologi

Bioteknologi

Kemi

Fysik

Litteratur til forberedelse og yderligere viden

Til download pé
ruc.dk/undervisningspakke-modellering

Inden evelsesdagen forventes du at have laest artiklen, set filmen
og arbejdet med opgavesaettet fra RUC-undervisningspakken i
matematik: "Matematisk modellering af cancer”.

Det er vigtigt, at du inden evelsesdagen pd RUC har arbejdet
med differentialligninger. Det er ogsé vigtigt, at du behersker
et CAT-veerktojinden ovelsesdagen starter (da undervisning i
CAT-veerktojer ikke er en det af workshoppen).

Workshoppen om matematisk modellering af leukeemi (blodcan-
cer) vil give en god introduktion til arbejdet med SRF/SOP.

Uddannelse Karriere

i e
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Matematisk modellering
af leukemi (blodcancer)

Eksemplarisk workshop med matematisk modellering af
sundhed og sygdomme, hvor modellerne er opbygget af
koblede differentialligninger.

Workshoppen foregdr over en dag pé Roskilde Universitet, hvor | har mulighed for at mede
forskerne og leere mere om brugen af matematisk modellering. Eleverne vaelger at arbejde
selvsteendigt med en af tre arbejdspakker:

1. Kampen mellem normale celler og cancerceller. Hvilke faktorer er mest afgerende for
cancers udvikling i en person? Kan én person veere bedre stillet end en anden? Hvilke
scenarier er overhovedet mulige?

2. Immunforsvarets rolle i forbindelse med en cancers udvikling. Hvilke faktorer er mest
afgerende for udviklingen af en cancer? Kan en person veere bedre stillet end en anden?
Hvilke scenarier er overhovedet mulige?

3. Optimer et behandlingsforleb ved hjeelp af Cancitis-modellen. Forskere ved Roskilde
Universitet har udviklef en sterre model, nemlig Cancitis-modellen. Benyt denne model til
at diskutere udvalgte behandlingsformers effekt. En muteret celle kan mutere videre og
dermed forveerre situationen for en patient. Hvordan vil du lave et optimalt behandlings-
forleb?

UNDERVISNINGSPAKKE |  MATEMATISK MODELLERING AF CANCER

WORKSHOP

Udarbejdet af:

Johnny T. Ottesen
Professor i matematik
Roskilde Universitet

Johnny har en ph.d. i matematisk fysik og

har siden specialiseret sig i matematisk
sundheds- og sygdomsmodellering, her-
under matematisk modellering afimmun-
systemet, blodkredslebet, diabetes, depres-
sion, cancer, m.fl. samt med komplekse syste-
mers dynamik og parameterestimering.

Morten Andersen
Lektor i matematik
Roskilde Universitet

Morten benytter matematisk modellering
og analyse fil at undersege regulerings-
mekanismer for blodproduktion i kroppen
og fil at udforske, hvordan og hvorfor
blodcancer opstar og udvikler sig.

Malgruppe
Eleveri2.0g 3.g,som allerede er intfroduce-
ret til differentialligninger.

Forberedelse inden besoget

| skal have arbejdet med RUC’'s gymnasie-
pakke "Matematisk modellering af cancer”:
Set filmen, lzest artiklen og arbejdet med
opgaverne, inden beseget pd RUC. En for-
udseetning er i evrigt, at differentialligninger
allerede er introduceret i gymnasiet inden
workshoppen.

Praktisk

Workshoppen vil vare 6 timer incl. en
frokostpause pd RUC. | kan spise jeres med-
bragte mad eller kebe i RUC's kantine.

Tilmelding

Klassevis til projektkoordinator Dorthe Vedel,
vedel@ruc.dk, med enske om foretrukken
ugedag og dato for beseg pa RUC.

Karrierelaering

P& RUC meder | en RUC-studerende, som
forteeller om uddannelse og studieliv.
Desuden kan | pa ruc.dk sammen med
gymnasiepakken "Matematisk modelle-
ring af cancer” finde en film om Mikkel, en
RUCkandidat, som nu bruger matematisk
modellering i sin arbejdsliv.
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Program for dagen

9.00

9.15

10.00

10.10

10.20

12.00

12.45

14.00

15.00

Velkommen

Hvad er matematiske modeller, og hvad kan de bruges til?

Kaffepause

Kort preesentation af de tre arbejdspakker - grupperne etableres (4-5 grupper af 4-5 elever i hver)
Arbejde i grupperne med den valgte arbejdspakke

Frokost

Arbejde i grupperne forsaettes og en praesentation af model og resultater forberedes

Grupperne fremlaegger for alle (10-15 minutter pr. gruppe)

Opsamling og afslutning

Abent Hus Uddannelse Karriere
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Matematisk

Johnny T. Ottesen

4 Professor i matematik
a I Ca n Ce r Johnny har en ph.d. i matematisk fysik og
har siden specialiseret sig i matematisk

sundheds- og sygdomsmodellering, her-
under matematisk modellering af immun-

systemet, blodkredslebet, diabetes, depres-

| fored rqgeT besvares Spargsmélet om, hvad en matema- sion, cancer, m.fl. samt med komplekse syste-
tisk model er, og hvad den kan bruges til. TS E el e (e i el

Derefter praesenteres indsatsomradet matematisk biomedicin, som har givet anledning

til den unikke og nye uddannelse "Mathematical BioScience” pd RUC. Med forskningen i Malgruppe

matematiske modeller af sygdomsudvikling, kan man beskrive metoderne som en form for Elever p& matematiske-/naturvidenska-
matematiske mikroskop. Med modellerne kan vi bringe information, der tidligere var usynlig, belige linjer pd HTX, STX, EUX og HF med
frem for behandlere og forskere og dermed forbedre behandlingsmulighederne. matematik pa A-niveau.

Forskere inden for matematisk modellering af sundhed og sygdomme pd& RUC har de sene- Max antal deltagere

ste @r fokuseret pd matematisk modellering af cancer, herunder iseer leukeemi. Her benyttes o0

matematisk modellering og simulering til at opné en sterre forstdelse af canceren, samtidig Forberedelse inden besoget

med at modellerne benyttes til at lave forudsigelser om den komplekse dynamik for en can- Eleverne forventes at have set filmen "Mate-
cers opstden, udvikling og mulige behandlinger af sygdommen. matisk modellering af blodcancer” og leest

artiklen af samme navn.

Tilmelding

| kan tilmelde jer opleegget, ndr Naturviden-
skab pa RUC inviterer indenfor ved Nat-dag
pd RUC. Arrangementet afholdes i marts og
september, og man tilmelder sig klassevis
pd Nat-dag.ruc.dk. Der er en raekke faglige
oplaeg inden for Fysik, Kemi, Matematik,
Datalogi, Biotek og Biologi, og man kan
saledes selv sammensaette et program, der
passer til behov og ensker.

Kontakt

Ved spergsmal om tilmelding og afholdelse
kontakt projektkoordinator Dorthe Vedel,
vedel@ruc.dk. Spergsmal vedrerende det
faglige skal rettes til oplaegsholder.

Varighed
45 minutter

Abent Hus Uddannelse Karriere
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2V € roskilde universitet KARRIEREPROFIL

Mikkel Hartmann Hansen
- kandidat i Mathematics fra RUC

Lead Data Scientisti VITAL BEATS

Cand.scient fra Roskilde Universitet Karriere

P& www.ruc.dk/karriereprofiler kan

Se filmen om Mikkel, som bruger matematisk modelleing i sit arbejde med at lave en tekno- du finde en reekke film og historier om

logisk kommunikationsplatform til hjertepatienter fra Rigshospitalet. kandidater fra RUC, som forteeller om,
hvordan de har brugt deres uddannelse i
arbejdslivet.

Han fortzeller om sit arbejde som Lead Data Scientist samt om, hvilke kompetencer fra sin

uddannelse han seerligt bruger i sit arbejdsliv. Og om, hvordan det at gere en forskel i den :
Leer mere om Mathematics-uddannelsen

virkelige verden, betyder meget i hendes karrierevalg. p& www.ruc.dk/mathematics-pag-ros-
kilde-universitet
Se filmen pd https://ruc.dk/karriereprofil-mikkel-hartmann-hansen

Du kan mede forskerne pa Mathematics

Du kan se flere karriereprofiler p& www.ruc.dk/karriereprofiler. Vi felger bl.a. ogsd Rasmus og i de andre naturvidenskabelige fag pa
Godiksen, som er quant og laver matematiske modelleringer og risikoanalyser i Danske N?T'dqg P& RUC, som afholdes fo gange
arligt.

Bank. Begge er uddannet pd RUC med matematik, som det ene fag.

Se mere pd www.nat-dag.ruc.dk
Filmene er en del af RUC’s undervisningspakke: "Matematisk modellering af cancer”, som

findes pd ruc.dk/undervisningspakke-modellering

Abent Hus Uddannelse Karriere
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